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Введение. 

Методические указания к выполнению РГР  содержат задания на выполнение 

РГР№4 "Дифференциальные уравнения" по дисциплине  "Математика ", а также 

решение примерного варианта РГР. 

Расчетно-графическая работа по дисциплине выполняется в соответствии с 

учебным планом по специальности. 

Целью РГР являются систематизация, расширение и углубление знаний, 

полученных при теоретическом изучении дисциплины, с тем, чтобы студент мог 

использовать полученные знания на практике. 

           Приступая к выполнению расчетно-графической работы, необходимо ознакомиться 

с соответствующими разделами программы курса и методическими указаниями.  

РГР должна быть выполнено и представлено в срок, установленный кафедрой. 

При выполнении задания студенту необходимо руководствоваться следующими 

требованиями: 

1. В работе должен быть указан номер варианта работы.  

2. Вариант каждой задачи выбирается по последней  цифре  номера зачетной 

книжки студента. Самовольная замена одного варианта задания другим не разрешается. 

3. Перед решением задания должно быть приведено его условие. Отделите 

решение задачи от ее условия некоторым интервалом. 

4. Решение задания следует сопровождать развернутыми расчетами. 

5. Выполненная работа должна быть оформлена в соответствии с требованиями по 

оформлению письменных работ.  

6. После получения прорецензированной работы студент должен исправить все 

отмеченные рецензентом ошибки и недочеты, а также выполнить все рекомендации. 

7. Студенты, не получившие зачета по предусмотренным учебным планом 

письменным работам, к экзамену не допускаются. 

8. Работы, выполненные не по своему варианту, рецензированию не подлежат. 
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Задания для выполнения 

 РГР №4 "Дифференциальные уравнения" 

 

Задача 1.  Дано дифференциальное уравнение 1-го порядка и точка М. 

Определить тип дифференциального уравнения. Найти общее решение 

дифференциального уравнения, уравнение интегральной кривой, проходящей 

через точку М и уравнения еще 4-х интегральных кривых (любых). 

Построить все эти кривые в системе координат.    

 

№ варианта Дифференциальное уравнение Точка 

1 0 yyx  M(–2; 4) 

2 xyxy 2)4( 2   M(0; 3) 

3 1sin2  yx  M 







1;

4


 

4 21 yy   M(0; 1) 

5 12  yx  M(1; 2) 

6 0tg  yyx  M 







 2;

2


 

7 01 2  xxy  M(0; –1) 

8 3 23 yy   M(0; 1) 

9 0)1(2  xy  M(2; 1) 

10 yyx 3  M(–1; 2) 

 

Задача 2.  Дано дифференциальное уравнение 1-го порядка. Определить тип 

дифференциального уравнения и найти его общее решение.  

 
№ 

варианта Дифференциальное уравнение № 
варианта Дифференциальное уравнение 

1 xeyyy  2  6 222 yxxyyyx   

2 









x

y

x

y
y 2sin  7 xxyy sintg2   

3 x
x

y
y 2ln  8 22 22 yxyxyyx   
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4 dxyxxydyx )4( 222   9 22 32)1( xxyyx   

5 
222 4 xyx

x

y
y   10 x

y

exyyx


  

 

Задача 3.  Дано дифференциальное уравнение 2-го порядка и начальные 

условия. Определить тип дифференциального уравнения и  найти его частное 

решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям. 

 

№ 

варианта 
Дифференциальное уравнение Начальные условия 

1 22 )(2)1( yyyy   2)0(,1)0(  yy  

2 03)5(  yxxy  1)1(,0)1(  yy  

3 02  xyyx  0)1(,2)1(  yy  

4 0 yxxyyx  
2

1
)2(,1)2(  yy  

5 0)(2)1( 2  yyy  1)0(,0)0(  yy  

6 yxxyx  ln2
 1)1(,2)1(  yy  

7 082  xyyx  1)1(,2)1(  yy  

8 xxyy 2costg   0)0(,5,0)0(  yy  

9 0tg)(2 2  yyy  1)0(,0)0(  yy  

10 122  yxyx  2)1(,1)1(  yy  

 

Задача 4.  Дано дифференциальное уравнение 2-го порядка. Определить тип 

дифференциального уравнения и найти его общее решение, используя метод 

вариации произвольных постоянных. 

 

№ 
варианта Дифференциальное уравнение № 

варианта Дифференциальное уравнение 

1 xyy 2sin  6 
xe

yyy
x sin

1
54

2
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2 
x

x

e

e
yy




1

2

 7 
xe

yy
21

2
2


  

3 
xx

e
yyy

x

10
2

2 
  8 

24

2

x

e
yyy

x






 

4 
x

yy
2cos

1
4   9 xyy 2ch2   

5 
1

44
2

2




x

e
yyy

x

 10 
)1(

168
4




x

e
yyy

x

 

 

 

Задача 5.  Дано дифференциальное уравнение 2-го порядка. Определить тип 

дифференциального уравнения и найти его общее решение, используя метод 

неопределенных коэффициентов. 

 

№ 
варианта Дифференциальное уравнение № 

варианта Дифференциальное уравнение 

1 )24(2 2   xeyyy x
 6 xexyy   

2 xxyy cos5sin34   7 xexyy 2  

3 xeyyy 32   8 xyyy 2cos1752   

4 xyyy 3sin696   9 )23(44  xeyyy x
 

5 )110(9  xeyy x
 10 2xyy   

 

Задача 6.  Дана система линейных  дифференциальных  уравнений   1-го 

порядка. Найти общее решение системы методом повышения порядка.  

 

№ 
варианта 

Система 

дифференциальных уравнений 
№ 

варианта 
Система 

дифференциальных уравнений 

1 








.sin52

,cos

xzyz

xzy
 6 









.cos52

,sin22

xzyz

xzyy
 

2 










.

,33

2

2

x

x

ezyz

ezyy
 7 











.32

,12

2xzyz

xzyy
 



 7 

3 










.22

,2

xzyz

xxzyy
 8 











.43

,2

2xzyz

xzyy
 

4 










.22

,23

5

5

x

x

ezyz

ezyy
 9 









.2sin2

,2cos332

xzyz

xzyy
 

5 










.2

,6 2

xzyz

xzyy
 10 











.52

,7

x

x

ezyz

ezyy
 

 

 

 

 

Решение примерного варианта РГР №4 
 

 

Задача 1.  Дано дифференциальное уравнение 1-го порядка: 0ctg  yyx  и 

точка 







1;

3


M . Определить тип дифференциального уравнения. Найти общее 

решение дифференциального уравнения, уравнение интегральной кривой, 

проходящей через точку М и уравнения еще 4-х интегральных кривых 

(любых). Построить все эти кривые в системе координат.    

Задача 2.  Дано дифференциальное уравнение 1-го порядка: .
4

yx
x

y
y   

Определить тип дифференциального уравнения и найти его общее решение.  

 

Задача 3.  Дано дифференциальное уравнение 2-го порядка: 

0)1()(2 2  yyy  и начальные условия: .2)1(,3)1(  yy  Определить 

тип дифференциального уравнения и  найти его частное решение, 

удовлетворяющее заданным начальным условиям. 

 

Задача 4.  Дано дифференциальное уравнение 2-го порядка: 

3

5

2510
x

e
yyy

x

 .  Определить тип дифференциального уравнения и 

найти его общее решение, используя метод вариации произвольных 

постоянных. 

 

Задача 5.  Дано дифференциальное уравнение 2-го порядка: 
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)3sin83(cos43 xxeyyy x  
. Определить тип дифференциального 

уравнения и найти его общее решение, используя метод неопределенных 

коэффициентов. 

 

Задача 6.  Дана система линейных  дифференциальных  уравнений   1-го 

порядка: 








.13

,5

xzyz

xzyy
 Найти общее решение системы методом 

повышения порядка.  

 

Решение задачи 1.  Данное дифференциальное уравнение 0ctg  yyx   – 

уравнение с разделяющимися переменными. Заменим y  на  
dx

dy
  и разделим 

переменные, умножая обе части уравнения на :
tg

y

dxx
 

dxx
y

dy
y

dx

dy
x tgctg  . 

Интегрируя полученное равенство, получим: 

,lncoslnln
cos

)(cos

cos

sin
1CxyCdx

x

xd

y

dy
Cdx

x

x

y

dy
     

откуда xCyxCy coscoslnln 11  . Заменяя  CC  1 , запишем 

общее решение данного уравнения: xCy cos . 

Найдем уравнение интегральной кривой, проходящей через точку  









1;

3


M , т.е. частное решение, удовлетворяющее заданному начальному 

условию: .1
3








 
y  Для этого подставим в общее решение вместо x, y числа  

1,
3


 соответственно: 2

2

1
1

3
cos1  CCC


. Подставляя 

найденное значение С  в общее решение, получим искомое частное решение 

(уравнение интегральной кривой, проходящей через точку М): xy cos21  . 

 Найдем уравнения еще нескольких интегральных кривых.  

.cos22;cos1

;cos1;00

54

32

xyCxyC

xyCyC
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Построим все эти кривые в системе координат . 

Ответы: xCy cos ; ,0,cos2 21  yxy   

.cos2

,cos,cos

5

43

xy

xyxy




 

 

 

 

 

 

Решение задачи 2.  Данное дифференциальное уравнение  yx
x

y
y 

4
 – 

это уравнение Бернулли (см. (27)), в котором 
2

1
n . Применим подстановку 

uvy  , тогда .vuvuy    Подставив значения y и y   в уравнение, получим 

uvxuv
x

vuvu 
4

, или 

uvxv
x

vuvu 









4
                                      (*) 

Найдем функцию v(x), решая уравнение :0
4

 v
x

v  

dx
xv

dv
v

xdx

dv
v

xdx

dv 44
0

4
 . 

Проинтегрируем левую и правую части этого уравнения: 

.lnlnlnln4ln
4 44 CxvCxvCxvCdx
xv

dv
   

при соответствующем подборе 1C  получаем 
4)( xxv   – частное решение 

уравнения 0
4

 v
x

v . 

Подставляя найденную функцию 
4)( xxv  4

0 ),( xCxv   в (*), получим 



 10 

дифференциальное уравнение для функции u: 44 uxxxu  , или uxu  . 

Найдем функцию ),( Cxu  – общее решение этого уравнения:  

2

2

ln
),(ln2













 
 

Cx
CxuCxuC

x

dx

u

du

x

dx

u

du
ux

dx

du

Общим решением исходного уравнения является функция 
2

4

2

ln
),()(













 


Cx
xCxuxvy . 

Ответ: 

2

4

2

ln













 


Cx
xy . 

 

Решение задачи 3.  Данное дифференциальное уравнение 

0)1()(2 2  yyy  – это дифференциальные уравнения 2-го порядка, не 

содержащие независимой переменной x . Полагаем y  = p(y), тогда ppy y  

и уравнение примет вид:  

  









.0)1(2

,0
0)1(20)1(2 2

y
yy pyp

p
pyppppyp  

Решая первое уравнение, получим: Cyyp  00  – первое 

семейство решений. Оно не удовлетворяет начальному условию .2)1( y  

 Второе уравнение 0)1(2  ypyp  есть уравнение с разделяющимися 

переменными. Разделим переменные, заменяя yp   на 
dy

dp
 и проинтегрируем:   

  





 1
1

2
1

2)1(2 C
y

dy

p

dp

y

dy

p

dp

dy

dp
yp  

,)1()1(lnlnln1ln2ln 2
1

2  yCpyCpCyp  

где CC 1 .  Производя обратную замену p = y , получим 

дифференциальное уравнение 1-го порядка относительно неизвестной 

функции y:  

.)1( 2
1  yCy  

Это уравнение с разделяющимися переменными. Прежде чем его 

интегрировать, целесообразно определить значение постоянной С1, 

используя начальные условия (y = 3,  y  = 2  при  х = 1): 

.2/142)13(2 11
2

1  CCC  
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Подставив значение 2/11 C  в дифференциальное уравнение, получим:  

.)1(
2

1 2 yy  

Разделяя переменные и интегрируя, найдем  

.
21

1

2

1

)1(2

1

)1(
)1(

2

1
2222

2 C
x

y
Cdx

y

dy
dx

y

dy
y

dx

dy









   

Здесь использовано: C
y

C
y

y

yd

y

dy



















  1

1

1

)1(

)1(

)1(

)1(

1

22 . 

Определим значение постоянной  С2, соответствующее начальному 

условию y(1) = 3: .1
2

1

13

1
22 


 CC  

 Отсюда получим частный интеграл, удовлетворяющий заданным 

начальным условиям (решение задачи Коши): 1
21

1





x

y
. 

Получим частное решение уравнения, выразив y(x):  

.
2

4

2

2
1

2

2
1

2

2

2
1

1

1















 x

x

x
y

x
y

xx

y
 

Ответ: .
2

4






x

x
y  

 

Решение задачи 4. Данное дифференциальное уравнение 
3

5

2510
x

e
yyy

x

  

– это линейное неоднородное дифференциальное уравнение 2-го порядка с 

постоянными коэффициентами . Его общее решение  имеет вид yyy ~
0  .  

Найдем его в 2 этапа . 

1 этап. Построим общее решение 
0y  соответствующего однородного 

уравнения 02510  yyy . Составим для него характеристическое 

уравнение 025102  kk  и найдем его корни: .521  kk  По таблице 4 

определим вид  его общего решения .5
2

5
10

xx xeCeCy   

2 этап. Построим частное решение y~  данного неоднородного уравнения при 

помощи метода вариации произвольных постоянных. Здесь 

yCyCxeCeCy xx
211

5
2

5
10  , т.е. 

xx xeyey 5
2

5
1 ,  , тогда частное 

решение y~  будем искать в виде 
xx xexcexcy 5

2
5

1 )()(~  .  

Составим условия вариации : 
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.5)(5)(

,0)()(

)()()(

,0)()(

3

5
55

2
5

1

5
2

5
1

2211

2211

x

e
xeexcexc

xexcexc

xfyxcyxc

yxcyxc
x

xxx

xx

 

Поделив оба уравнения почленно на 05 xe ,  получим систему с 

неизвестными )(1 xc  и )(2 xc :                                   

 











.
1

51)(5)(

,0)()(

321

21

x
xxcxc

xxcxc

 

Для решения этой системы можно использовать метод исключения. 

Выразим )(1 xc  из первого уравнения и подставим во второе:  

  ,
1

)(
1

51)()(5)()(
3232221

x
xc

x
xxcxxcxxcxc 

 

затем найдем .
1

)()(
221

x
xxcxc 

 

 Переходим к интегрированию:  

  
2322211

2

1
)()(,

1
)()(

xx

dx
dxxcxc

xx

dx
dxxcxc

 

(константы интегрирования считаем равными нулю). 

Тогда 
xxx e

x
xe

x
e

x
yxcyxcy 55

2

5
2211

2

1

2

11
)()(~  , и общее решение 











x
xCCee

x
xeCeCyyy xxxx

2

1

2

1~
21

555
2

5
10 . 

Ответ: 









x
xCCey x

2

1
21

5
. 

 

Решение задачи 5. Данное дифференциальное уравнение 

)3sin83(cos43 xxeyyy x    – это линейное неоднородное 

дифференциальное уравнение 2-го порядка с постоянными коэффициентами 

(см. (38)). Его общее решение  имеет вид  yyy ~
0  .  Найдем его в 2 этапа. 

1 этап. Построим общее решение 
0y  соответствующего однородного 

уравнения .043  yyy  Составим для него характеристическое уравнение 

0432  kk  и найдем его корни: .1,4 21  kk  Определим вид  его общего 

решения .2

4

10

xx eCeCy    

2 этап. Построим частное решение y~  данного неоднородного уравнения при 

помощи метода неопределенных коэффициентов. В заданном уравнении 
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)3sin83(cos)( xxexf x    – правая часть 2-го специального вида: 

)sincos()( xNxMexf x   , где 8,1,3,1  NM . Числа  

2,131 kii   , тогда, частное решение y  будем искать в виде: 

),3sin3cos(~ xBxAey x    

где  А и В – неизвестные постоянные. Подставим yyy  ~,~,~  в данное 

неоднородное уравнение:  

).3sin83(cos)3cos33sin3()3sin3cos(15

),3sin93cos9()3cos33sin3(

)3cos33sin3()3sin3cos(~

),3cos33sin3()3sin3cos(~

),3sin3cos(~

1

3

4

xxexBxAexBxAe

xBxAexBxAe

xBxAexBxAey

xBxAexBxAey

xBxAey

xxx

xx

xx

xx

x





















 

Сократим обе части тождества на )0(  xx ee  и приравняем коэффициенты 

при cos3x и при sin3x в левой и правой частях тождества. 









.8315

,1315

3sinпри

3cosПри

AB

BA

x

x
 

Решая полученную систему двух уравнений с двумя неизвестными, находим 

.
2

1
,

6

1
 BA  Подставив найденные значения А и В  в выражение y~ , 

получим частное решение неоднородного уравнения:  

.3sin
2

1
3cos

6

1~








  xxey x

 

Объединяя результаты 2-х этапов, запишем ответ – общее решение 

данного уравнения.  

Ответ: .3sin
2

1
3cos

6

1
2

4
1 








  xxeeCeCy xxx

 

 

Решение задачи 6.  Для решения системы 








xzyz

xzyy

13

,5
  методом 

повышения порядка исключим из нее одну из функций –  z(x).  

Выразим z(x) из первого уравнения системы: )(
5

1
xyyz  ,  

продифференцируем ее: )1(
5

1
 yyz  и подставим z и z  во второе 

уравнение системы:  
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xxyyyyy  1)(
5

3
)1(

5

1
. 

После упрощения получаем дифференциальное уравнение 2-го порядка 

относительно функции у(х): 

xyyy 2622  . 

Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение 2-го порядка с 

постоянными коэффициентами . Его общее решение имеет вид yyy ~
0  .  

Найдем его в 2 этапа. 

1 этап. Построим общее решение 
0y  соответствующего однородного 

уравнения 022  yyy . Составим для него характеристическое уравнение 

0222  kk  и найдем корни: i
i

k 








 1
2

22

2

42

2

842
2,1   – 

корни комплексные сопряженные: 
1,2k i   . Здесь 1,1   , тогда по 

таблице 4 определим вид общего решения однородного уравнения:   

)sincos( 210 xCxCey x  

. 

2 этап. Построим частное решение y~  неоднородного уравнения. Здесь 

xxf 26)(   – правая часть 1-го специального вида: )()( xPexf n
x   , где 

0 ,  n = 1. Число  0  не совпадает с корнями характеристического 

уравнения ik  12,1 , частное решение y~  будем искать в виде: 

BxABxAexQey xx  )()(~ 0
1

 , 

где А, B – неизвестные коэффициенты, подлежащие определению.  

Найдем производные yy  ~,~  и подставим yyy  ~,~,~  в неоднородное 

уравнение xyyy 2622  , при этом для простоты используем 

следующую форму записи:   

0~

~

~

1

2

2







y

Ay

BAxy

 

(здесь слева от черты записаны коэффициенты, с которыми yyy  ~,~,~  входят  

в уравнение). Приравниваем левую и правую части уравнения после 

подстановки в него yyy  ~,~,~ : 

xABAx 26222  . 

Приравнивая коэффициенты при х1 и при х0 в обеих частях тождества, 

получаем:  



 15 









,622

,22

AB

A
 

откуда находим: A = –1, B = 4. Подставляя найденные значения  в y~ , 

получим: xy  4~ .  

Объединяя результаты 2-х этапов, получаем общее решение уравнения 

xyyy 2622  :  

xxCxCey x   4)sincos( 21 . 

Найдем вторую неизвестную функцию:  

 

    .1sin)2(cos)2(
5

1

5

1
4)sincos(

5

1

1)cossin()sincos(
5

1
)(

5

1

211221

2121









xCCxCCexxxCxCe

xCxCexCxCexyyz

xx

xx

 

Ответ: 

  .1sin)2(cos)2(
5

1
,4)sincos( 211221   xCCxCCezxxCxCey xx

 

 

 


